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| Composition de mathématiques consistant en la résolution d’une série d’exercices.

Toute note strictement inférieure a 6 sur 20 est éliminatoire.

A LIRE ATTENTIVEMENT AVANT DE TRAITER LE SUJET

| HERERRERRRRRERERERR
mgm "o [PRENIM TTTTTTTTTITTTTTT]
B8 mee (T T T 11 B[] weee 20N/ 1)/ G

e Le bandeau situé en haut de chacune des feuilles de composition doit étre rempli en totalité (code
concours, code épreuve, spécialité, y compris le numéro d’inscription communiqué dans leur
convocation).
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e L'usage de la calculatrice, d’'un dictionnaire, de tout autre document est interdit.
e Les candidats ne doivent pas faire de marge sur leur copie.

e Les copies devront étre correctement paginées. Pagination d’'une copie double sur 4 (1/4, 2/4, ..),
deux copies doubles sur 8 (1/8, 2/8, ...), etc.

e Aucun signe distinctif ne doit apparaitre dans la copie : nom ou nom fictif, signature, paraphe et
symboles sont interdits.

e Seul l'usage d'un stylo a bille noir ou bleu est autorisé (feutre et stylo friction sont interdits).
L'vtilisation d'une autre couleur, pour écrire ou souligner, pouvant étre considérée comme un signe
distinctif, est proscrite.

¢ Aucun liquide blanc ni ruban correcteur ne doit étre employé (une telle utilisation empécherait la
correction de la copie). Toute correction se fait par rature, de préférence a la régle.

e Les feuilles de brouillon, ou tout autre document, ne sont pas considérées comme faisant partie de
la copie et ne feront pas lI'objet d’une correction. lls ne doivent pas étre joints a la copie.

Le non-respect des régles ci-dessus peut entrainer une sanction par le jury.
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Epreuve de mathématiques

La présentation, la lisibilité, ’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
ratsonnements entreront pour une part importante dans [’appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne dowent faire usage d’aucun document : ['utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite.

Si, au cours de l’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le
signalera sur sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il
sera amené a prendre.

Exercice 1 — Probabilités

On considére deux urnes notées A et B. L'urne A contient une proportion ps € ]0,1[ de boules
blanches. L’urne B contient une proportion pg € |0, 1] de boules blanches.

A chaque coup, un joueur qui ne connait pas ps et pp tire avec remise une boule dans I'une
des deux urnes. Il adopte la stratégie suivante :

1. Au premier coup, il choisit une des deux urnes de maniére équiprobable ;

2. Au n-iéme coup (n € [2,400]), il choisit de tirer dans la méme urne qu’au coup précédent,
s'il a obtenu une boule blanche dans I'urne ou il a tiré au n — 1 éme coup. Dans le cas
contraire, il change d’urne.

Voici un exemple de déroulement du jeu :

1. Coup 1 : choix de I'urne B, une boule blanche est obtenue dans I'urne B. Le joueur tire dans
I'urne B au coup 2.

2. Coup 2 : Le joueur n’obtient pas de boule blanche dans 'urne B. Il change d'urne, et tire
dans 'urne A au coup 3.

3. Coup 3 : Le joueur obtient une boule blanche dans 'urne A. Il tire au coup suivant dans
I'urne A.

Soit i € [1,n]. On note U; la variable aléatoire qui vaut 1 si le joueur tire dans l'urne A et 0 sinon.
On note aussi X; la variable aléatoire qui vaut 1 si le joueur tire une boule blanche au coup 1, et
0 sinon.

Le but de l'exercice est de déterminer : lim,, . ., P(X, = 1)

1) Dans cette question uniquement, on suppose que ps > pg, et que cette information est
connue du joueur. Dans ce cas, dans quelle urne le joueur a-t-il intérét a tirer systématiquement ?

2) Donner la loi de Uy, son espérance et sa variance.
3) Donner la loi de X7, son espérance et sa variance.
4) Soit i € [2,n], calculer P(X; =1 |U; =1) et P(X; =1|U; =0)

5) Soit i € [2,n]. En utilisant la formule des probabilités totales, montrer que :

PUi=1)=@a+po—1)PUis1 =1) + (1 —ps)
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6) On suppose dans cette question uniquement que ps+pp = 1. Que vaut, pour tout i € [1,n],
la probabilité P(U; = 1) 7
Dans la suite de 'exercice, on suppose que

Da + Db 7é 1
7) Résoudre ’équation d’inconnue x :

z=(ps+po— 1)z + (1 —pp)

Dans la suite de 'exercice, la solution de cette équation sera notée [.
Soit n € [2,+oo[, on pose :

8) Montrer que la suite v,, définie pour tout n > 1 par :
Uy = Up — |
est géométrique. On précisera sa raison et son premier terme.
9) En déduire une expression explicite de u,, et donc de P(U,, = 1)
10) En déduire une expression explicite de P(X,, = 1)

11) Calculer : lim,, 1o P(X, = 1)

Exercice 2 — Polynomes et algébre linéaire

Soit n un entier naturel non nul.

Dans tout l'exercice, on se place dans I'espace vectoriel £ = C,,_1[X]| des polynémes de degré au
plus n — 1 sur le corps C.

On note B = (1, X, ..., X" 1) la base canonique de F et B’ = (e1, ..., e,) la base canonique de C"
Soient aq,as, ..., a, des nombres complexes deux a deux distincts.

Etude d’une application linéaire

Soit P un polynéme de E. On considére 'application v de F dans C" :
u: P (P(ay), -, Play))

1) Montrer que u est une application linéaire bijective.

Matrice de Vandermonde

2) Montrer que la matrice de u dans les bases B et BB’ est la matrice de Vandermonde, définie par :

1 aq (al)”_l

1 a as)" !
Vay,ag,...,a,) = ? ( 2)_

1 a, (@)1
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3) Montrer que V' (ay, as, . .., a,) est inversible (on rappelle que les nombres complexes ay, as, . . . , ay,

sont supposés deux a deux distincts).
Polyn6émes de Lagrange
On étudie ici les polynomes de Lagrange définis comme suit : pour tout i € [1,n],
“ (X —a;
Li(X) = 1),
) H (a,- - aj)

J=1
JFi

4) Donner une expression explicite des L;(X), 1 < i < n, pour n = 2 et pour n = 3.
5) Pour tout n > 1 et pour tout i € [1;n], quel est le degré du polynéme L; 7

6) Soient i, k € [1,n], montrer que :

Li{ay) = {0 sii £k,

1 sit=k.

7) Calculer u(L;) pour tout i € [1,n].

8) Montrer que la famille (L, ..., L,) est une base de F, puis écrire la matrice représentative de

I'application u dans les bases (L1, ..., L,) et B'.

9) Soit P un polynoéme de E, donner les coordonées de P dans la base (Ly,..., L,). En déduire

I'expression de la matrice de passage depuis la base (L1, ..., L,) vers la base B.

10) Calculer " | L;(X)

Exercice 3 — Analyse

1) (a) Montrer que, pour tout entier k£ > 1,

1 </’“+1dt< 1
(k+1)2 = J, 2~ k¥

(b) En déduire que, pour tout n € N*|

"1 ™ dt
ﬁ§1+ =
k=1 1

¢) En déduire que la série de terme général -5 est convergente et que :
g % g

+00 1
Zﬁ <2.
k=1
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Le reste de ce probléme est consacré au calcul de la valeur de cette somme, d’aprés une méthode
proposée en 2015 par Samuel G. Moreno.

Pour tout n € N, on considére la fonction f,: |0;27[ — R, définie par :

sin ((n+ )z
fo(z) = <—$2)
2sin(3)
2) (a) Soit n € N. Calculer la limite de f,(x) lorsque = tend vers 0.

(b) Montrer que la fonction f,, peut étre prolongée en une fonction continue sur tout l'inter-
valle [0; 27[. Dans la suite, ce prolongement sera toujours noté f,,.

3) (a) Montrer que, pour tous a,b € R, cos(a) cos(b) = 3(cos(a + b) + cos(a — b)).

(b) Montrer que, pour tout n € N et pour tout z € ]0; 27,

fat1(z) = cos(z) f(z) + cos(%) cos ((n + 1)z).
(c) En déduire que, pour tout x € [0; 27| et pour tout n € N*,

folz) = % + Zcos(k:c).

4) (a) Montrer que, pour tout k € N*,

T 2
/ (2 — 27z) cos(kx) dw = k—z
0

On pourra procéder par intégrations par parties successives.

(b) En déduire que, pour tout n € N*,
ﬂ 4/5 3 n
T
/0 (2% — 27z f(2) do = -3 + E 2

5) Soit n € N*. Pour tout = € ]0; 27|, on pose :

x? — 2nx

2@ = )

On admet que la fonction ¢ est prolongeable par continuité en 0 en posant ¢(0) = 27 et que la
fonction ainsi prolongée (que 'on note toujours ) est de classe C! sur [0; 27].

(a) Montrer que :

—cos ((n+ )z)
n+1/2

B /0” — Cos ((n + 5)1:) () da.

/Oﬂ(x2 —27z) fp(x) dx = |p(x) w1/

2025-ITPE 10 Concours interne d'ITPE session 2025 - Epreuve de mathématiques 5



Concours interne ITPE 2025 Mathématiques

(b) On admet que, d’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe &, € [0; 7] tel que :

™ —cos((n+ ) Ccos((n+3)6) [T,
/0 nrip P OE=T /o Pl

En déduire que :

—2m + (2m — %) cos((n + 3)&,)
n + 1/2

/0 " — 27 fo () do —

(c) Justifier soigneusement que :

. —2m + (2 — ) cos ((n + 3)&,)

=0.
n—+00 n+1/2

6) Montrer, a l'aide des questions précédentes, que :

k2 6
k=1

FIN DU SUJET
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