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- L’usage de la calculatrice ou de tout autre matériel électronique, est interdit. 
 
- Les candidats ne doivent pas faire de marge sur leur copie. 
 
- Les candidats ne doivent faire apparaître aucun signe distinctif dans la copie, ni leur nom ou un 
nom fictif, ni signature ou paraphe. 
 
- Pour rédiger, seul l’usage d’un stylo à bille noir ou bleu est autorisé. L’utilisation d’une autre 
couleur, pour écrire ou souligner, pouvant être considérée comme un signe distinctif proscrit. 
 
- Aucun liquide blanc ni ruban correcteur ne doit être employé, cela peut empêcher la 
numérisation de la copie et par conséquent sa correction. Les ratures propres à la règle sont 
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Les candidats sont invités à encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs. 
 
Si au cours de l'épreuve un candidat repère ce qui lui semble une erreur d'énoncé, il le signalera 
sur sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené 
à prendre. 
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Épreuve de mathématiques

Exercice 1

Le but de cet exercice est de déterminer explicitement, par deux méthodes di�érentes, les suites (un)n∈N

telles que

{
(u0, u1, u2) ∈ R3

∀n ∈ N, un+3 − 3un+1 + 2un = 0.

Partie I

Dans cette partie, on se propose d'utiliser le calcul matriciel pour déterminer, pour tout n ∈ N, une
expression explicite de un.

Soit A =

0 3 −2
1 0 0
0 1 0

. Pour tout n ∈ N, on pose Xn =

un+2

un+1

un

.

1. Montrer que pour tout n ∈ N, Xn+1 = AXn.

2. En déduire que pour tout n ∈ N, Xn = AnX0.

3. Calcul de An, n ∈ N :

(a) Soit T =

1 1 0
0 1 0
0 0 −2

.

i. Déterminer une matrice B ∈M3(R) telle que T = B + I3.

ii. Montrer que pour tout entier n ≥ 2, Bn =

0 0 0
0 0 0
0 0 (−3)n

.

iii. En déduire, pour n ∈ N, une expression de Tn.

(b) Soit P =

1 2 4
1 1 −2
1 0 1

. Montrer que P est inversible et déterminer son inverse.

(c) Calculer PTP−1, puis en déduire, pour tout n ∈ N, l'expression de An.

4. À l'aide des questions 2 et 3c, expliquer comment exprimer un en fonction de n, u0, u1, u2 (on ne
demande pas d'expliciter le calcul).

Partie II

On note :
• RN le R-espace vectoriel des suites réelles.
• E = {u ∈ RN, ∀n ∈ N, un+3 − 3un+1 + 2un = 0}
• F = {u ∈ RN, ∀n ∈ N, un+1 = −2un}
• G = {u ∈ RN, ∀n ∈ N, un+2 − 2un+1 + un = 0}

1. Démontrer que E est un R-espace vectoriel.
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2. Démontrer que F est un R-espace vectoriel. On déterminera une base et la dimension de F .

On admet que G est un espace vectoriel de dimension 2 et que ((n)n∈N, (1)n∈N) est une base de G.

3. Démontrer que la somme F +G est directe.

4. Démontrer que les ensembles F et G sont tous deux inclus dans E.

5. Soit (un)n∈N ∈ E.
On pose, pour tout entier naturel n, vn = un+2 − 2un+1 + un et wn = −un+2 + 2un+1 + 8un.

(a) Démontrer que (vn)n∈N ∈ F et (wn)n∈N ∈ G.

(b) Véri�er que pour tout n ∈ N, un =
1

9
vn +

1

9
wn.

(c) Que peut-on déduire des deux questions précédentes ?

6. (a) En utilisant les questions précédentes, démontrer que F et G sont supplémentaires dans E.

(b) Déterminer une base de E adaptée à la somme directe F ⊕G.
(c) En déduire, pour tout n ∈ N, une expression de un en fonction de n, u2, u1 et u0.

Exercice 2

Pour tout entier naturel n, on pose In =

∫ π
2

0
cos2n(x) dx et Jn =

∫ π
2

0
x2 cos2n(x) dx.

1. Calculer J0, I0 et I1.

2. Montrer que pour tout n ∈ N∗, In =
2n− 1

2n
In−1.

3. En déduire que pour tout entier naturel n, In =
(2n)!

4n(n!)2
× π

2
.

4. En intégrant par parties deux fois, montrer que :

∀n ∈ N∗, In = n(2n− 1)Jn−1 − 2n2Jn.

5. En déduire que :

∀n ∈ N∗,
π

4n2
=

4n−1((n− 1)!)2

(2(n− 1))!
Jn−1 −

4n(n!)2

(2n)!
Jn.

6. Déduire de la question précédente que :

∀n ∈ N∗,
π

4
×

n∑
k=1

1

k2
= J0 −

4n(n!)2

(2n)!
Jn.

7. (a) Soit f : x 7→ π

2
sin(x)− x.

i. Justi�er que f est deux fois dérivable sur
[
0, π2

]
puis montrer que f ′ est strictement

décroissante et s'annule une unique fois sur
[
0, π2

]
.

ii. En déduire que pour tout x ∈
[
0, π2

]
, x ≤ π

2
sin(x).

iii. Tracer la courbe représentative de la fonction sin. Comment peut-on interpréter graphi-

quement l'inégalité x ≤ π

2
sin(x) ?

(b) En déduire que :

∀n ∈ N, 0 ≤ Jn ≤
π2

4

∫ π
2

0
sin2(x) cos2n(x) dx.

(c) À l'aide de la question 2, véri�er que
∫ π

2

0
sin2(x) cos2n(x) dx =

1

2(n+ 1)
In puis montrer que :

0 ≤ 4n(n!)2

(2n)!
Jn ≤

π3

16
× 1

n+ 1
.
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(d) Justi�er que

(
4n(n!)2

(2n)!
Jn

)
n∈N

converge et préciser sa limite.

8. Déduire des questions précédentes que

(
n∑
k=1

1

k2

)
n∈N∗

converge et préciser sa limite.

Exercice 3

On considère une boîte contenant des jetons indiscernables au toucher et sur lesquels est écrite une lettre.
Un jeu consiste à e�ectuer une suite de tirages au hasard et avec remise dans cette boîte ; en fonction de
la lettre tirée, le joueur peut gagner ou perdre de l'argent.
Dans une première version du jeu, la boîte contient seulement deux jetons : l'un portant la lettre A,
l'autre la lettre B. Le joueur gagne un euro s'il tire la lettre A, et il ne gagne ni ne perd rien s'il tire
la lettre B. Pour tout entier naturel n non nul, on note Xn la variable aléatoire égale au gain total du
joueur après n tirages.
Les tirages successifs sont supposés indépendants.

1. Pour tout n ∈ N∗, donner la loi de Xn, son espérance et sa variance.

On considère le même jeu, mais on suppose maintenant que l'urne contient un troisième jeton C. Les
règles pour les jetons A et B restent inchangées, mais lorsque le joueur tire la lettre C, il perd tout ce
qu'il avait gagné précédemment.
Pour tout entier naturel n non nul, on note toujours Xn la variable aléatoire égale au gain du joueur
après n tirages ; on note également An (respectivement Bn, Cn) l'événement � au n-ième tirage, le joueur
a obtenu la lettre A (respectivement B, C) �.

2. Déterminer la loi de X1, puis celle de X2.

3. En exprimant les di�érents événements (X3 = k), k ∈ {0, 1, 2, 3}, à l'aide de X2 et des événements
A3, B3, C3, déterminer la loi de X3.

4. Déterminer, pour tout entier naturel n non nul, P (Xn = n).

5. En observant que (An+1, Bn+1, Cn+1) est un système complet d'événements, démontrer que :

∀n ∈ N∗, P (Xn+1 = 0) =
1

3
× P (Xn = 0) +

1

3
.

6. (a) Résoudre l'équation x =
1

3
x+

1

3
. On notera ` la solution de cette équation.

(b) On pose, pour tout n ∈ N, un = P (Xn = 0) et vn = un − `.
Montrer que (vn) est une suite géométrique dont on précisera la raison.

(c) En déduire, pour tout n ∈ N, une expression de vn en fonction de n puis de P (Xn = 0) en
fonction de n.

7. En utilisant le système complet d'événements (An+1, Bn+1, Cn+1), démontrer que pour tout entier
n non nul et pour tout k ∈ {1, . . . , n+ 1}, on a :

P (Xn+1 = k) =
1

3
× P (Xn = k) +

1

3
× P (Xn = k − 1). (∗)

8. Déterminer la loi de X4.

9. En multipliant l'égalité (∗) par k et en sommant, montrer que :

E(Xn+1) =
2

3
× E(Xn) +

1

3
.

10. En déduire, pour tout n ∈ N∗, E(Xn) en fonction de n.
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