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Epreuve de mathématiques

La présentation, la lisibilité, ['orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans ['appréciation des
copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de
leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d’aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de
tout matériel électronique est interdite.

Si, au cours de l’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énonce,
il le signalera sur sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des
initiatives qu’il sera amené a prendre.

PROBLEME I

On considere un plancher constitué de lattes paralleles identiques de largeur L > 0.
On laisse tomber sur ce plancher une aiguille de longueur ¢ > 0 et on regarde si, dans la
position ou elle est tombée, cette aiguille rencontre la jointure entre deux lattes.

On prend les conventions suivantes : on suppose que les lattes de parquet sont alignées
dans la direction verticale. On note 0 € {0; %} I’angle géométrique entre 'aiguille et 1'ho-
rizontale. On note A la longueur du projeté orthogonal de I'aiguille sur ’axe horizontal.

0 A \\ ¢
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h R Sl B AR -
L L h
FIGURE 1. L’aiguille est tombée FiGURE 2. L’aiguille est tombée
de maniére a rencontrer la join- de maniere a ne pas rencontrer la
ture (en deux endroits). jointure.

Q1. Rappeler la relation entre ¢, h et 6.

Partie A. Calcul de la probabilité d’intersection. Dans la suite, on se restreint
au cas ou ¢ < L.

On admet que, a angle 0 fixé, la probabilité que 'aiguille rencontre la jointure entre
deux lattes est égale & £ cos(6)

Pour simplifier ’étude, on discrétise le probleme de la maniere suivante : soit n € N*;
pour tout k € [1;n], on pose 6 = g—g On suppose que l'angle 0 est une variable aléatoire
suivant une loi uniforme sur ’ensemble {6y, ...,0,}.

On note A, 'événement « l'aiguille rencontre la jointure entre deux lattes ».
Q2. On pose X = 27%9. Donner la loi de X, rappeler son espérance et sa variance.

Q3. En déduire 'espérance et la variance de la variable aléatoire 6.

2024-ITPE-10-Int_Mathématiques Page 2 sur 6



Concours interne I'TPE 2024 Mathématiques

Q4. Pour tout k € [1;n], donner la probabilité conditionnelle P y_g,)(A,).

Q5. A Paide de la formule des probabilités totales, que 1'on justifiera soigneusement,
en déduire que :

Q6. Justifier que, pour n tendant vers 400 :

1 & km 2 [m/2
> cos (271) — ;/0 cos(f) dé.

n,4

Q7. En déduire que :

On admet que, dans la version non discrétisée du probleme, la probabilité que I'aiguille

rencontre la jointure entre deux lattes est bien égale a % : %

1

Partie B. Approximation de —. Soit n € N*. On lance n aiguilles de longueur

(= %; on suppose que chaque aiguille atterrit sur le parquet de la maniere étudiée a
la partie précédente (en particulier, qu’elle rencontre la jointure entre deux lattes avec
probabilité %) et indépendamment des autres aiguilles.

On note N la variable aléatoire égale au nombre d’aiguilles qui rencontrent la jointure

entre deux lattes.
Q8. Reconnaitre la loi de N et donner son espérance.

Q9. Expliquer comment, en lancant un grand nombre d’aiguilles, on peut déterminer
une valeur approchée du nombre %

Q10. Soit € > 0. Justifier que :

(’N 1’ ) m—1 1
P(=——|>¢e)< —
n o w2 ne?

PROBLEME II

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n € N*.
Soit f un endomorphisme de E. On rappelle que f° désigne l'identité de E et que
pour tout entier naturel n non nul, f* = fo f*1.
On dit que f est cyclique 8’il existe un vecteur z € E tel que (m, f(z),... ,f"_l(x))
soit une base de E.
Q1. Dans cette question, on suppose que n = 3. Soit B = (ey, €2, €3) une base de E.
(a) Soit f; 'endomorphisme de E dont la matrice dans la base B est :
00 -1
Aj=1|1 0 3
01 2

Montrer que f; est cyclique.
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(b) Soit fy 'endomorphisme de E dont la matrice dans la base B est :

01 2
A,=10 0 3
0 00
(i) Montrer que B' = (es, 2e; + 3e2, 3e1) est une base de E.
(ii) En déduire que fy est cyclique.
.o )

(iii) Donner la matrice de f, dans la base B'.

(iv) Déterminer tous les endomorphismes g de E tels que fo 09 = go fo.

Dans la suite, f désigne un endomorphisme de E.

Q2. Montrer que f est cyclique si et seulement s’il existe une base de E dans laquelle
la matrice de f est de la forme :

O ... ... ... 0 aq

1 0 ... ... 0 ae

0 1 as

. . . . . ,(al,...,an)ERn.
: . 1 0 Ap—1

O ... ... 0 1 a,

Q3. Dans cette question uniquement, on suppose que f est nilpotent d’indice de nilpo-
tence n, c’est-a-dire que f* =0 et f* £ 0.
Montrer qu’il existe un vecteur x € F tel que (x, f(z),..., f"_l(x)) soit libre.
Que peut-on en déduire ?
Q4. Dans la suite, f désigne un endomorphisme cyclique de E et x un vecteur de F tel
que (x, f(x),... ,f”fl(m)) soit une base de E.
Soit C(f) = {g € L(E) |go f = fog}.
(a) Montrer que C'(f) est un sous-espace vectoriel de L(E).
b) Soient g € C(f) et h € C(f) tels que g(z) = h(z). Montrer que g = h.
(b) g que g que g
(c) Le but de cette question est de montrer que C(f) = Vect(f°, f,..., f*71).
(i) Soit g € C(f). Justifier qu’il existe des réels ay, ..., a,_1 tels que :

n—1
g="> apf*.
k=0

(ii) Conclure.
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PROBLEME II1I

Soit f une fonction continue sur [0;1] avec f(0) = f(1) = 0. Le but de l'exercice est
de montrer que, pour tout £ > 0, il existe un polynéome P € R[X] tel que, pour tout

v e [0:1], |f(x) - P(a)] < e.
Pour simplifier les notations, on va prolonger la fonction f en une fonction définie sur
R de la manieére suivante :

f(z) sizel0;1];
x'—>{0 siz<Qoux>1.

On note toujours f la fonction ainsi prolongée ; on admet qu’elle est continue sur R.
Q1. Pour tout n € N, on pose :
1
I = / (1 —u*)" du.
~1
(a) Calculer Jy, J; et Js.

(b) Montrer que, pour tout n € N, J,;1 =
est décroissante et strictement positive.

2n+2
2n+3

Jy,. En déduire que la suite (J,)nen

(¢) Montrer que, pour tout n € N et pour tout x € R :

_ Jl/_l F@)(1 — )" du

Q2. Soit n € N. Pour tout = € [0;1], on définit :

Py J/ —(t—x)?)" dt.

(a) Montrer que, pour tout z € [0;1] :
2%k
2k ol . A
—Z < )Z l( .)(—1)’“+J/ I £ (1) dt] .
In 150 j=0 L\ J 0
En déduire que P, est une fonction polyndémiale de degré au plus 2n.

(b) Montrer que, pour tout = € [0;1] :
14z n
Py( (t —x)?) dt.
J /1+:c x) )
(c) En déduire que, pour tout z € [0; 1] :
1/ n
P,(z) = J—/lf(:c—l—u)(l —u?)" du.
Q3. Soit £ > 0. On admet que la continuité de f implique qu’il existe § > 0 tel que,
pour tous x € [0;1] et |u| <6, |f(z +u) — f(x)] < 3

(a) Justifier que la fonction |f| admet un maximum M sur R.

(b) Justifier que, pour tous = € [0;1] et w € [=1;1], |f(z +u) — f(z)| < 2M. En
déduire que, si |u| > 4, alors :
2
52
(¢) Montrer que, pour tous z € [0;1] et u € [—1;1] :
w2

52

Flo+u) - f2)] <2M 5

[flx+u) = flz) <5 +2M
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Q4. On conserve les notations de la question précédente. Soit n € N.

(a) Montrer que, pour tout x € [0;1] :

2\ "
Pu(x) = f(z) = & / (x+u) — f(2))(1 —u?)" du.
(b) En déduire que, pour tout z € [0;1] :
6 2M 1 n
[Pol@) = f@ < 5+ &7 u?(L—u?)" du.

(¢) A l'aide d’une intégration par parties soigneusement justifiée (on pourra remar-
quer que u?(1 —u?)" = u - u(l — u?)"), montrer que :

1
/ w (1 —u?)" du = ﬁ
-1 2(n+1)

(d) En déduire que :

2M b, g\7
1— < =
w27 ) u”(1 — u®) du_52(n+1>

Q5. Montrer qu’il existe n € N tel que, pour tout x € [0;1] :
|Pa(z) — flz)] <e.

FIN DU SUJET
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